12. évfolyam gimnazium, I. fordulo

pontozdsi utmutato

1. Mennyi az els6 n természetes szam Osszegének az 5-tel vald osztasi maradéka, ha ezen
szamok négyzetdsszege nem oszthatd 5-tel?

Megoldas:

A pozitiv egész szamok 6t0s maradéka rendre: 1, 2,3,4,0, 1, 2, ... (1 pont)
A négyzeteik 6tos maradéka sorra: 1,4,4, 1,0, 1,4, ... (2 pont)
Lathatd, hogy akkor nem kapunk a négyzetek 0sszegére 5-tel oszthato 6sszeget,

haaz n-ediktag: n=5k+1, ke Nvagyn=5k+3, k €N. (2 pont)
Han = 5k + 1, akkor az els6 n pozitiv egész szam Osszege 1 maradékot ad 5-tel

osztva. (2 pont)
Han = 5k + 3, akkor az els6 n pozitiv egész szam Osszege 1+2+3, azaz 1

maradékot ad 5-tel osztva. (2 pont)
Tehat, ha az els6 n természetes szam négyzetének sszege nem oszthato 5-tel,

akkor az els6 n természetes szam Osszege 5-tel osztva 1 maradékot ad. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szamparok halmazan:
x(x + 5y) = 39,
y(4y —9x) = —38.

Megoldas:

A két egyenletet dsszeadva 4y? + x2 — 4xy = 1, amit 4talakitva (2 pont)
2y —x)* =1, (1 pont)
ahonnan
2y —x =1, vagy 2y — x = —1, (2 pont)
innen
2y -D(7y-1) =39,
rendezve
14y? — 9y — 38 = 0, (1 pont)
ahonnan a megoldasok:
G2, (-3i-2). (2 pont)
A masik esetben pedig
QRy+1)(7y +1) = 39,
innen
14y? + 9y — 38 = 0, (1 pont)
ebben az esetben a megoldasok:
(-3-2.(5: %) (1 pont)

Osszesen: 10 pont



3. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik a P(3; —7) pontra és amibél
azy =x+4ésazy = x — 3 egyenesek 5 egység hosszu szakaszt metszenek ki!

Megoldas:

A P(3; —7) pontra illeszked6 egyenesek paraméteres egyenlete:

y + 7 =m(x — 3), m # 1, mert nem parhuzamos az adott egyenesekkel. (2 pont)
A fenti egyenes metszéspontja az y = x + 4 egyenessel: x + 11 = mx — 3m,
Innen
X = 3m+11,  7m+7 2 vont
T T YT (2 pont)
y = x — 3 egyenessel valoé metszéspontjanak koordinatai:
X = S gy = —— (2 pont)
T om-1 Y= m-1' P
A két metszéspont tdvolsaganak négyzete:
( ’ )2+( L )2— 25 1 pont
m-1 m-1) (1 pont)
Ahonnan
3 4
24m? + 50m + 24 = 0, és ebbél My = — M2 =—7 (1 pont)
Két megfelel egyenes van, melyek egyenlete:
= —2x—3&sy=—x—— 2 pont
y="-3 sy =—7 " (2 pont)

Osszesen: 10 pont



4. Egy szabalyos tetraédert elforgatunk az egyik forgastengelye koriil 60°-kal. Mekkora a két
tetraéder kozos részének a térfogata és felszine?

Megoldas:

Készitsiink abrat a gulak alaplapjairol:

AC 60°-0s elforgatottja 4°C’, amely AC-vel 60°-os szoget zar be. igy pl.: az
ANH haromszog szabalyos és egybevagd 4 LN haromszoggel, ami egybevago

az LBM haromszoggel. (2 pont)
Tehat a két gala alaplapjainak a kozos része egy olyan szabalyos hatszog,
melynek alapéle a haromszog oldalanak a harmada. (1 pont)
Ha a tetraéder ¢leit 3a-val jeloljiik és a negyedik csticsat E-vel, akkor a gulédk
magassaga EF, aminek hosszat az AFE derékszogli haromszogbol kapjuk. (1 pont)
2
EF? = AE? - AF? = 9a* - (3-2-3a) = 6a?, EF = Véa. (2 pont)
A szabalyos hatszog alapu gula térfogata:
1 3 18
Vzg,(a2.§.6).\/ga:ga3_ (1 pont)
Az oldallapmagassagok: Ha pl. HK felezépontjat T jeldli, akkor a TFE
1 3 3
derékszdgli haromszogbol TF = 3 g -3a = g a,
3a2 27
m= |6a? +%=ga. (2 pont)

A szabdlyos hatszog alapu gula felszine:

2
A=a2-§-6+6@a2=3%(\/§+\/27)=6\/§a2. (1 pont)
Osszesen: 10 pont



5. Az ABC haromszogben BC > AB. A D pont az BC oldal olyan pontja, hogy CD = AB. Az E
jelolje az AD szakasz, illetve a P a BC szakasz felez6pontjat. Bizonyitsuk be, hogy az ABC
sz0g szogfelezdje merdleges az EP egyenesre!

Megoldas:

Készitsiink abrat a feladatnak megfelelden, és hasznaljuk annak jeldléseit:

A

B Q P D C

A j6 abra elkészitése. (1 pont)
Az AD szakasz E felezési pontjan keresztiil huizzunk parhuzamost DC-vel, ez a
parhuzamos AC-t R-ben metszi. Igy ER az ADC haromszog DC-hez tartozo

kozépvonala, ezért

DC AB
ER=—=—. (2 pont)

Mivel R az AC szakasz felezdpontja, P a BC szakasz felez6pontja, igy

PR az ABC haromszog AB oldalhoz tartozo kdzépvonala, tehat
AB

RP = - (2 pont)
Az E ponton keresztiil htizott AB-vel parhuzamos egyenes BC-t Q-ban metszi.
Az EQ kozépvonal az ABD haromszogben, ezért

AB
EQ = - (1 pont)
A QPRE négyszogben ER = RP = EQ, RP||EQ, ezért a négyszdg rombusz. (2 pont)
Tehat QR merdleges EP-re, és felezi az EQP szoget. Az ABC szog egyallasu
EQC szoggel, igy szogfelezbik parhuzamosak, azaz ABC szog szogfelezdje

merdleges EP-re. (2 pont)
Osszesen: 10 pont



6. Egy 2nx2n négyzettabla mezdin 3n korongot helyeztiink el ugy, hogy barmely mezén
legfeljebb egy korong legyen. Bizonyitsuk be, hogy a tablazatbodl eltdvolithatunk n sort és n
oszlopot ugy, hogy a megmaradt mezokon egyetlen korong se legyen!

Megoldas:

Kezdjiik a sorokkal. Mivel a tablazatban véges sok korong van, igy van legalabb

egy olyan sor, melyen a legtobb korong all. Az elsé 1€pésben hagyjuk el ezt a sort,

vagy egy ilyet. (2 pont)
Ez alapjan hagyjuk el a masodik, harmadik,..., n-edik sort. (1 pont)
Ekkor a megmaradt n sorban nem lehet n-nél tobb korong. Mert, ha legalabb

n + 1 korong maradna, akkor lenne olyan sor, melyen legalabb két korong lenne. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy az elhagyott sorok mindegyikén legalabb két korong volt. (2 pont)
Ebbdl az kdvetkezik, hogy kezdetben a tablan legaldbb 2n+n+1=3n+1

korong volt, ami ellentmond annak, hogy 3n korongot tettiink a tablara. (2 pont)
Ezek alapjan az n sor torlése utan a tablan legfeljebb n korong lehet, igy legfeljebb

n oszlop lesz, amin van korong, igy ezek torlésével a megmaradt tablan nem lesz

korong. (1 pont)
Osszesen: 10 pont



